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ערכים עצמיים של מטריצות מעל שדה סגור אלגברית

ראינו שקיומם של ערכים עצמיים של מטריצה תלוי בשדה שמעליו היא מוגדרת.  

אנו יודיעם שמתקיים המשפט הבא:

משפט:
יהי 
[image: image1.wmf]F

 שדה סגור אלגברית ותהי 
[image: image2.wmf],
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 מטריצה.  אזי ל- 
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 קיים ערך עצמי.

הוכחה:

מכיוון ש- 
[image: image4.wmf]F

 סגור אלגברית, הפולינום האופייני של 
[image: image5.wmf]A

 מתפרק לגורמים ליניאריים ובפרט יש לו שורש.  כלומר, ל- 
[image: image6.wmf]A

 קיים ערך עצמי.
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נראה עתה הוכחה ידועה נוספת למשפט זה:

הוכחה 2:

יהי 
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 וקטור שאינו 
[image: image8.wmf]0

.  הקבוצה 
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 מכילה 
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 וקטורים ולכן היא תלויה ליניארית מעל 
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.  כלומר, קיימים סקלרים 
[image: image12.wmf]01

,,,

n

aaa

Î

K

F

, לא כולם 
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נניח ש- 
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 הוא האינדקס המקסימלי שעבורו 
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.  אזי, אנחנו יכולים לפרש את (1) באופן הבא: 

קיים פולינום 
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 ממעלה 
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 המקיים:
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אבל 
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 סגור אלגברית ולכן 
[image: image21.wmf]()
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 מתפרק לגורמים ליניאריים באופן הבא:
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מכך נובע, לפי (2):
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כזכור, 
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 ואנו מסיקים מיד שאחת הטרנספורמציות 
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 אינה הפיכה.

כלומר: 
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 הוא ערך עצמי של 
[image: image27.wmf]A
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הערות:
1. מכיוון שלפי המשפט היסודי של האלגברה, 
[image: image28.wmf]£

 הוא שדה סגור אלגברית, אנו מסיקים שלכל מטריצה קומפלקסית יש ערך עצמי.

2. שימו לב שבשתי ההוכחות משתמשים באופן מהותי בהיותו של 
[image: image29.wmf]F

 שדה סגור אלגברית.  אולם בהוכחה השנייה לא משתמשים בפולינום האופייני של המטריצה, אלא בשיקולים יחסית אלמנטריים.
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